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Структурный динамический анализ на основе 
линейной теории упругости

1) Какое из определяющих соотношений будет 
ослаблено, а какое будет выполняться в точности;

2) Какие приближения неизвестных функций следует 
выбрать для построения приближенного решения;

3) каким образом можно оценить точность 
приближенного решения.

Основные вопросы
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Постановка задачи 1.
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Уравнение динамического 
равновесия:

Кинетическое соотношение

Закон Гука:

Кинематическое соотношение:

t


  

p 

 T1
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   u u  

: C  

t
 



u p
 

Постановка задачи 2.
Определяющие соотношения.
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Структура уравнения математической физики
Уравнение 
баланса: t


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p 
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


u p
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Не зависят от свойств 
среды

Уравнения 
состояния:

Зависит от свойств 
среды

Геометрические, 
начальные и 
граничные 
ограничения:

0 n

Не зависит от свойств 
среды



6

Квадратичные свойства уравнений состояния

2 221 0
2 2 2t t t
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                 
u p u up p

   

Соотношение между импульсом и скоростью :

- плотность кинетической энергии, зависящая только 
от не измеряемых переменных, а именно, от 

импульсов;

2

2
p

t


up
 - плотность кинетической энергии, выраженная через 

скорости точек тела и неизменяемые переменные;

2

2 t
  
  

u - последний член зависящий от геометрических 
(измеряемых) переменных.
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Квадратичные свойства уравнений состояния
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1 1 1
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Соотношение между напряжениями и деформациями:

‐ плотность упругой энергии, зависящая только от не 
измеряемых переменных, а именно, от напряжений;

1: :
2

C  

:   - плотность упругой энергии выраженная через измеряемые 
(деформации) и неизменяемые переменные;

1: :
2

C   - последний член зависящий от геометрических 
(измеряемых) переменных
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Уравнение динамического равновесия:
Закон Гука:

2

2 .t
 

   

uf σ

ξ σ - Eε

Постановка задачи 3.
Определяющие соотношения.

- тензор напряжений;         -тензор деформаций;

- тензор модулей упругости;       - тензор невязки закона Гука;

- вектор перемещений; - вектор невязки уравнения 
динамического равновесия

- объемная плотность

σ ε

Е ξ
u f


Задача оптимизации: 2

,

1[ , , ] ( : : )
2 minV

dV      
u σ

u σ u u ξ Е ξ
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Аппроксимации искомых функций:

Проекционный подход к задаче о нахождении
собственных значений

модификация метода Петрова – Галеркина
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Функции продольных и
поперечных колебаний:

Декомпозиция колебаний

Упругая балка.

const, const, const.E    

Колебания
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Аппроксимации искомых функций:

Поперечные колебания

Связанные обыкновенные дифференциальные уравнения второго порядка 
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Интегродифференциальная
формулировка:
Минимизационная формулировка:

Энергетические оценки качества приближенного решения

Энергетическая оценка качества 
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Параметры Балки:

Материальные параметры:

Численный пример 1.

3= 0.01m ,V

2
0 0

0

=1m, = 0.1m = c ,
6( ) = 12 ,
5

0 0.15 m.

L b onst

h x h x h

h

   
 

 

0( ) = = 0.1m = ch x h onst

3

= 70 G , = 0.34,
= 2700 k / m , ( ) = ( )V V

E Pa
g x bh x


  

3 2( ) ( ) ( )( ) = = , ( ) = ( ).
12 12
bh x h x S xJ x S x bh x
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Сходимость собственных частот

Пунктирные линии для
2 2 2

2 2 2( ) ( ) = 0v vx EJ x
t x x


   

     
Собственные частоты и их различия

Моды 1 2 3 4 5



с



4127.165 9467.842 16386.83 24473.37 33373.27

4281.459 10313.37 18995.08 30419.58 44023.85

3.73 8.93 15.9 24.3 33.7



Относительная энергетическая ошибка  в зависимости от 
числа степеней свободы для 5 первых собственных частот.

1
dN



Относительная ошибка в логарифмическом масштабе в 
зависимости от числа степеней свободы  для 5 первых 
собственных частот.

dN



Распределение локальной относительной погрешности 
при .( , )u  24dN 
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